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Yorwort 



Es konnte als ein gewagtes Unternehmen erscheinen, 
dass ein Diletiant der raathematischen Wissenschaft mit der 
Behauptung auftritt, ein Problem gelost zu haben, dessen 
Losung bisher fur unmoglich gait, weil es den grossten Fach- 
mathematikern bis jetzt nicht gelungen war, eine zum Ziele 
fuhrende mathematische Construction zu finden. 

Da jedoch in keiner andern Wissenschaft so klar und 
deutlich die Begriindetheit oder Falschheit einer Behauptung 
nachgewiesen werden kann, als gerade in der Mathematik 
und weil eben in diesem Bereiche nur Geltung hat, was 
bewiesen wird, die Beweise, dass die Quadratur des Kreises 
in Folge mathematischer Construction wirklich gefunden, ge- 
stellt werden, so ist kein Grund vorhanden, dass der Autor 
dieses Werkchens sich scheuen sollte, mit seinem Elaborate 
vor die Oeffentlichkeit zu treten. 

Es ist nicht etwa die Arbeit von etlichen Wochen oder 
Monaten, sondern von einer ziemlichen Anzahl von Jahren, 
ja fast einigen Jahrzehnten, was hiemit geboten wird. Aller- 
dings bleibt es sich ganz gleich, ob kurzere oder langere 
Zeit verfloss, einzig und allein darauf kommt es an, ob das 
Angebotene von Werth ist oder nicht. 

Der Autor ist der festen Ueberzeugung, dass nicht bloss 
die eigentlichen Mathematiker, sondern auch viele Hand- 
werksleute einen unschatzbaren Nutzen davon haben werden, 
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Einleitung. 



Die Kreislinie und die Gerade. 

>Et difficile aestimamus, quae in- 
terra sunt, et quae in prospectu sunt, 
invenimus cum labore.« Sap. 9, 16. 

Die mathematische Linie t ist Lange ohne Breite, somit 
eine gedachte Linie. Nur eine einzige Ausdehnung zu be- 
sitzen, dieses ist das Wesen aller mathematischen Linien, 
der krummen sowohl wie der geraden. 

Ist eine Linie in alien ihren gedachten Punkten von 
einem andern gleich weit entfernt, so wird sie bekanntlich 
Kreislinie genannt. Die Kreislinie (Peripherie) unterscheidet 
sich einzig dadurch von der geraden , dass sie stetig gleich- 
massig von der Richtung der letzteren abweicht, so dass sie 
nothwendig mit ihrem Endpunkte zum Anfangspunkte zu- 
ruckkehrt, wahrend die gerade stets in gleicher Richtung 
und zwar dem Anfangspunkte entgegengesetzten verharrt. 
Wahrend man sich die gerade bis ins ganze Universum fort- 
gehend denken kann, sie so zu sagen eines Theiles unbegrenzt 
ist, hat die Kreislinie geometrisch stets ihre Grenze. Eine 
grenzenlose Linie lasst sich nicht in genau bestimmte Theile 
zerlegen, die Peripherie dagegen kann, wie bekannt, halbirt, 
geviertelt u. s. w. werden, somit muss sie geometrisch auch 
messbar sein. Dass der algebraische Werlh der Peripherie 
eine irrationale Grosse ist, kann in der Geometrie gar nicht 
in Anschlag gebracht werden ; bei weitem die meisten Wurzel- 

l 
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Grossen sind arithmetisch auch irrational, liegen aber in der 
Planimetrie als abgeschlossene Linien vor. 

Bei der lunula des Hypokrates sind es zwei Peripherie- 
Theile und zwar — ^— und , welche einen Flachen- 

Inhalt = r 2 einschliessen. Wie ware das moglich, wenn n 
geometrisch eine* irrationale Grosse ware? und wie konnte 
das Product ays der Summe des ganzen kleinen und des 
halben grosseren Radius mit dem Abstande der beiden Peri- 
pheries d. i. (2r — r F2) X (r + r FV 2 ) wiederum genau 
r 2 geben, wenn es keine Ausgleichung zwischen dem Radius 
und der Kreislinie gibt? 

Zwar hat man, so von der lunula abgesehen wird, bis- 
her kein Verhaltniss gefunden zwischen Radius und Peri- 
pherie, obschon beide gegenseitig sich bestimmen, welches 
geeignet ist: 

A. die Peripherie ganz oder in genau bestimmtem Theile 
als Gerade zu geben, oder 

B. die Seite des Quadrates, welches an Flachen - Inhalt 
dem Kreise gleich ist, zu gewinnen; 

allein daraus konnte durchaus nicht gefolgert werden, dass 
die Gewinnung beider Linien mittelst geometrischer Con- 
struction eine Sache der Unmoglichkeit ist. 

Es gibt mathematische Constructionen , mittelst deren 
man die angegebenen Linien gewinnt, und diese Construc- 
tionen werden, wie das Problem es fordert, auf elementarem 
Wege, d. h. mittelst Zirkel, Lineal und Stift vollzogen. 

A. Die Construction zur Gewinnung des Viertelsbogens als Gerade. 

Nach dem Masse des Radius AO (Fig. t) wird eineLinie 
OE = rV3 construirt, welche in dem Punkte F halbirt 

r V 3 

wird, so dass FE, wie OF= ^ ist. Hierauf wird FE 

in G halbirt und GE gleichfalls im Punkte H. Nun ist 
7r V3 

OH= — 5 — . Mit diesem Linienmasse wird ein Bogen ge- 

zogen, indem der Zirkel in eingesetzt worden, soclann mit 
dem Masse des Radius, nachdem der Zirkel im Punkte B 
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seinen Standpunkt erhalten, ein zweiter Bogen, welcher den 
ersten in dern Punkte K schneidet. Wird von B aus eine 
Parallele mit dem Radius OC hergestellt und von K ein Loth 
auf den Radius OC gefallt, so durchschneidet dieses Loth 
in x die Peripherie, wie in V die Parallele mit OC. Es 
ist naturlich ^: xOG = BVK. An dem Punkte x ist 
nunmehr eine Tangente von unbestimmter Lange zu Ziehen 

r V3 

xy, welche, so der Zirkel mit dem Masse OF = - 9 — 

in B eingesetzt und ein Bogen beschrieben wird, von letz- 
terem in dem Punkte J gekreuzt wird. Man zieht OJ; setzt 
nunmehr den Zirkel in / ein und stellt den Bogen BhN her? 
der eben in N die urspriingliche Kreislinie zum andern Male 
schneidet. Wird die Sehne BN gezogen und als Secante 
fortgesetzt, so schneidet letztere im P den verlangerten Radius 
OC und bietet in der Linie OP eine Gerade dar, welche 

genau der Viertelsperipherie entspricht, d. h. = — — ist. 

B e w e i s. Die Tangente xJ ist, wie vorerst vorausgesetzt 

wird, = 1/V ^p- 5 r l + r' Vjin^ ^n 0(Jer = 

4 + 7t J J 

n' i r : _ 2 r' r* j/(3rc*-4^V| 
* ~ 1 J- ~ 4 ~-f n* ~ J Da 0x=r > so 0J = 

4 

V(U^j? = K^]/ ^-5'-M>-M/(37^-4^ 2 f H j 

= j/rlfnl _ 5r i + r s l/(3^-47i il ) + 4r» + r^-| = . 

Kr¥- ^r^(3^ 1 Dieg aber . st = 
4 + n> J 

]/"7T^T + K ( 3 r ') = OQ + Q/; denn 



Digitized by Google 



4 

V L M6+87t*-j-7i 4/ 4 + 7i* J 

V L 4 + 7I S J 

/ (^f- — r» + r* l/'3^*~4 "»*\ 
K ^ 4 + re 1 ' 

Fallt man von J aus das Loth JR, so ist der Werth desselben 
= ]/^\rr~ —rn'+rn* V(3n*— in*)] 

und der Werth der Abscisse OR als andere Kathete = 

V L * _ . ; J daher OJals= ^ RJ'+OR^ 

2+^ 



[V 16 + / + '~~ 4 + 2 „. + ^. 

/ / p^-r «"+ m 2 i^W^m- 4r' 1/(3^4^)1 
L 16 + 8 71* + «• J 

und so Zahler und Nenner mit 4 +7r ? gehoben werden = 

1 / ~ r * + r * ^ ^ r ~" 4 n 2 1 w ieoben - Desshalb 
|/ L 4 + «» .J 

ist oq=1 / ^( 4 ^ )=p(£f7?o und = ^(y'Q- 

Es ist SJ=RJ— r— I K ^_i__L__ J J 
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/ r 7r»it' 



— ~ — rn + rV V (3 7i* - 4 7i a ) 

16 -f 8 71* + 71* 



F 

4 + 7i a J 

T/!^^* +r ^' < l/(37i*-47r v )+16r , +8m !i +r*7 l *\ 
LI 16 + 8 Ti 1 -+- 7i* ' 

| / _ , ^ 7 r v n* ZZT^*^4ry ^(Sn^'Ag 5 )! 
r 4 + »« J 

" 1!rV + 7f7? 4-16r 4 + r7? K(3ti* — 4ti') — 



"16 + 8 ri* + 7i* 



]/ — (4r'+r^ 2 ) ^771* — 47t a +47t i 1/(3 tt* — 4 n') ~| 
V 16 + 8 n* + n* J 

Diesem algebraischen Ausdrucke ist ein anderer kurzer 

YW-^+^f - r« K(3^47?n 
gefasster, namlich_ ■= _z _ J 

an Werth gleich. Setzt man diesen Werth fur JS ein, so 
erhalt man fur BJ = V (AS 2 + SJ J ) = ^ {OR 1 + SJ l ) = 

L 4+~8f,»+ -J- J 

= I _ _ und so Zahler und Nenner mit 

+ + S ehoben werden = ]/^-= 

Dies aber ist der Werth, welcher fur die Linie BJ bei der 
Construction eingesetzt wurde. Somit ist die Construction 
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[/ L 4+71* J 

V ( " i+i? > 

Fallt man von J aus das Loth JR, so ist der Werth desselben 
l/pj^ —rn*+rn 9 K(3ti 4 — 4^ a )] 

und der Werth der Abscisse OR als andere Kathete = 

V X^r- ~r*+r 3 l/(37T 4 -47i J )"| ,/ 

v L * Z _J daher OJals^ RJ'+OR^ 



/ p^-r »"+ ra* l/^*-47r0+7m i '- 4r»+ 4r * V (3^4^)1 
]/ L 16 + 8 »» + n* -» 

und so Zahler und Nenner mit 4+71* gehoben werden = 

/[^-r' + r * V(3^- 4^ Tl wie oben Desshalb 

V L * + -J 

ist OQ=K(^ )=P(£f^) «nd QJ = 

^ . or ri// 1 ? 4 -™ + m ? i/3^4^x l 

Es ist SJ=RJ- r= I r ^_i___L__ J — r j 
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/["— r« , + r»« , V (3 ti* — 4 n a ) 



16 + 8 «" + 7i* 



=j/ 2 r y ( 7 -y - [ g ^ j^ gfjg +r v ; ] 



4 + 7I 2 



16 + 8 ti 1 +■ ti', 



| / _ ^ K 7 r ? n* — 4r ff * 4rVV'(3>» v -'4g 1, )~|__ ? 

K 4 + 71" J 

+ 7rrc J -}-16r , -|-r7? K(3 ti* — 4 ti') 



L 16 + 8 n* + 71* 

1/ — (4r'-H-rc*) ^7ti*— 47r a +47r 2 V^^— 4^) "] 
" 16 + 8 tt 1 -f- n* J 

Diesem algebraischen Ausdrucke ist ein anderer kurzer 

an Werth gleich. Setzt man diesen Werth fur JS ein, so 
erhalt man fur BJ = V (flS* + &/■) = ^(OE* + S7 V ) = 

]/^|-^Wr 2 l/(3^^ 



gefasster, namlich- 



und so Zahler und Nenner mit 



L 4 + 27*' + -^ J 

Dies aber ist der Werth, welcher fur die Linie BJ bei der 
Construction eingesetzt wurde. Somit ist die Construction 
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G 

richtig, wie audi der algebraische Werth der Tangente xJ. 
Da OQ = l/^-l 71 ! so ist BQ = ]/( _. JL n L \ = 

\/ ~ ir'+r^— rti 2 _ l/ ~4> " _ ]X r _ _ Z 

2,. 

also BJV=^,"^ _^ Vj. Nach der Nalur des Kreises verhalt 

sich der Radius zur Sehne im Viertelsbogen, wie die Secante 

2 r 

zum doppelten Radius oder Diameter. Daher r : 77/7~Pt \ 

1 V + 4 ) 

= x : 2 r; somit « = 2 ^ 0±T ) =r ]/(* + |) 

2 r 

oder = }/(r' + r *-j. 1st aber BP = ]/(r' + ^f) 

so ist OP, weil OB = r, = 1/ rn * — TJL. Dies aber 

ist unter alien Bedingnissen der Ausdruck fur die Viertel- 
peripherie. 

Dassnach derNatur des Kreises die Halbsehne BQ den Werth 



r 

von 



yr^Y _(. r ^ besitzen kann, ergibt sich daraus, dass BQ = 

V V + "V(4 + ' + 4+fiV 

l/" r 

K » -5 — - =--- Welche Formel der Algebra 

fur den Ausdruck zur Bczeichnun 2 der Sehnen- 

Grosse von Z?A 7 eingesetzt werden mag, sei es2 1/ ( ^____L 7C ) 
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I r ' ^ ^T" / , alle fiihren zum gleichen 

Ziele und weisen nach, dass der Centriwinkel BON algebraisch 
irrational und desshalb nicht unmittelbar construirt werden 
kann. Dieser Winkel ist namlich = 64° 57' 47" 11,976''', 
daher BOM = 32° 28' 53" 35,988::.' und Winkel MOC, 
da die den Centriwinkel bestimmende Halbsehne MZ = 

r r2n — = — — = 57° 31' 06" 24,011".'. — . In 

l/(4r 2 +*V) 1/(4 + 7T 2 ) 

Folge dieser Centriwinkel ergibt sich fur die Ordinate oder 
Halbsehne WM ein algebraisch erWerth = — ----- --, wie 

k(i+- 4 ) 

er oben fur BQ gait und fur MZ = —r~r^ = QO. 

l/(4-f-7I 2 ) 

Weil in demselben Winkel alle durch Parallele entstandene 
Dreiecke einander ahnlich sind, so gilt, wenn am Ende des 
Radius OC eine Tangente errichtet wird, namlich CL' die 
Gomparation OZ : ZM — OC : CL\ und werden die alge- 

r r n 

braischen Werthe eingesetzt, so ^^J^ 2 j • ]/(4-}- n 2 ) 

r : CL< desshalb CL' = * ±± = = -!JL. 

r|/\4 + 7* 2 ) ]/(4) 2 

Dasselbe Resultat ergibt sich , wenn man fur OR und JU 

die arithmetischen Formeln gebraucht, denn OR : RJ = 

OC-.CL. ^V\^-'' + *'V*«-**i\. 

I 4 + i»> + J 

halb CL'= r J/"' = r». 



= r :C£/, wess- 



i 
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In Fig. 2 ist dargethan, wie jede Tangente am Ende des 
rechten wagrechten Radius errichtet bis zum grossen Schenkel 
des Centriwinkels von 57° 31' 06" 24,011"' — gleich ist dem 
Viertelsbogen des bezuglichen Kreises. Weil der Bogen mit 
Oa oder Ob gezogen, einen Radius = 2 OC hat, der Bogen 
Od einen solchen = 3.0C, Og = 40(7, Ok = 5 0C und 
On = 6.0C hat, so sind die gestreckten Viertelperipherien 

ac = r tt, df = — r } — , yi === 2 r 71, /cm = — ^ — una np = 

t* Tt 

3r ji. Da Os p. Constr. =r F2, so ist si = — y^-. Es ist 
demnach it/ = OR x -J- und OR = RJ X — , denn 



1 



2^- — f 2 r 2 1/" (3 tt 4 — 4 7i 2 ) "I 
L 4 + 2tt* + J 

l^-rn^+rV'V^^^^ Dass letzterer 



16 + 8 7I 2 + 71* 



Ausdruck durch 4sr dividirt oder was dasselbe ist, mit — 

multiplicirt wieder die Formel fur OR ergibt, ist klar. Zieht 
man von u aus eine Parallele mit dem Radius BO, so ist 

2 r 

sie naturlich = r, darum muss Oz 4 = — sein und einKreis- 

lein mit solchem Radius hat eine Peripherie = 4 r. Es ist 
OC=OB als Radius desselben Kreises, es ist sodann L'CO 
= ^BOC = R; a2L3L\ich$:BQO = R,so$:QBO -j-^QOB 
gleichfalls = «, weil nun auch QOB + QOC = fi, 
so QOC — QBO, darum A OG'L' A ^OP, somit 

auch CL' = OP= rn . Weil der Flachen-Inhalt des Kreises 
2 

f* 2 7Z 

= r*n ist, so betragt der Quadrant 4 --; ebenso betragen 

V 2 71 

die beiden Dreiecke 50P und OCL' je es ist desshalb 

der Kreis-Ausschnitt an Flachen - Betrag gleich dem 
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Dreiecks-Abschnitte LMG und ebenso ist das Segment BQNM 
= dera Dreiecks-Abschnitte NxCP. 

Vorausgesetzt , dass die von W aus mit BK gezogene 
Parallele durch den Punkt 2/'geht, so konnte der Winkel 
KBy oder auch xOC bestimmt werden und wiirde etwas 
mehr als 9° enthalten, namlich genauer 9° 00' 00" 31,6046'"; 
ob es dem wirklich so ist, bleibe dahin gestellt. Da er ohne- 
dies auf eine andere Weise, als die bei der Construction 
bezeichnete nicht herstellbar ist , so hat die genaue Angabe 
seines Werthes keine besondere Bedeutung. Der Winkel 
MOC = 57° 31' 06" 24,011'" ist's, auf wekhera hin die Dar- 
stellung als Gerade (Tangente) sich ergibt. Da er, wie jeder 
andere Winkel, ubertragbar ist, so kann mittelst dieses 
Winkels fur jeden beliebigen Kreis der Viertelsbogen als 
Gerade dargestellt werden und zwar genauer und sicherer, 
als wenn auf mechanischem Wege der Bogen gemessen wurde. 

Wird bei einera Kreise ABCD (Fig. 3) die Construction 
zur Gewinnung der Viertelsperipherie als Gerade, wie oben 
angegeben und aus der Figur selbst zu sehen, vorgenommen, 
darauf mit dem Linien-Masse BQ als Radius das Kreislein 
BMNR construirt, und ebenso mit dem Masse QO der Kreis 
OSTV, so ist die Summe der Quadrat-Inhalte dieser beiden 
Kreise gleich jeriem des Kreises ABCD. Denn der Flachen- 
Betrag des Kreises ist stetig das Produkt der Potenz des 
Radius mit der Ludolphine. Es ist aber nach dem Pytha- 
goraischen Lehrsatze BO i —Q0 2 + BQ 2 , somit auch BO 2 u 
= (QO a + BQ<)rc. 

Wird die LinielfO unbestimmt verlangert und vomPunkteS 
aus eihe Parallele mit BO gezogen, so sind die DreieckeJSQO und 
SQZ, weil sie gleiche Winkel besitzen, einander ahnlich, darum 
J5Q: Q0 = SQ: QZ und so die bekannten algebraischenWerthe 

r rn _ rrc 

eingesetzt werden ~ ^ : yjp^) — ]/(4-f tt 2 ) J QZ 

also QZ = ryg2 |/( 1 + t) = 1/(16 + 4 n*). Aus 
4 r + r n 2 

demselben Grunde gilt auch QO : OB = QZ : SZ oder 

2 
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SZ, desshalb SZ = 



l/(4 + « s ) * ~ 1/(16 + 4 O 

r«V(4+ jQ Jl^L. Somit ist di e Hypotenuse 

rn 1/(16 +4-t j ) 1/4 2 

des Dreieckes SQZ = OP = 46. Weil QZ = p ^'^4^ 
r 

und QR = — RZ aber = QZ + QR, so BZ = 



r?i' _r _ r.rc 8 + 4r = ]/ 1 n\ 

1/(16 + 4^) + ^ + J) -^(16 + 4.^ f V X^i) 

2 r r 7T 

= £P. Weil £iV = ^ und ^° j/ (4 + n'), so ist 

ein Rechteck aus diesen Linien - Verhaltnissen construirt = 



2 r r 7i 2 r 2 tx 

X 



^(1+5) ^4 + ^) v(4+^-+J) 2+4' 



4 1 ■ 
1-r T 



it* ; dies aber ist auch der Quadrat-Inhalt des Kreisleins 



ein 



tr 12 _ r 2 7r 
77777~^\ x 71 ~ " ; n*. Ebenso ist ei 

Rechteck aus SU X QZ = F |q^ ) X K(1 6 + 4 i»') = 

2r a yr 8 _2r v 7t 8 r 2 rc 8 . r rn 12 
F(16 + 32/* a +4rc*) 8 + 2^ ~~ 4+l?» wie [y (4 -+- re*) J 

P^Tl 8 

X 7t =-i— : — »- ist oder die Dreiecke BON und SZU enthalten 
4 -f- 

an Quadrat-Inhalt je die Halfte der Kreise, deren Diameter 
= BN und SV sind. 

Werden in den beiden concentrischen Kreisen BMNR 
und 80 VT die Diameter parallel mit dem Diameter des 
grossen Kreises ABCD, d. h. parallel mit AC gezogen, so 
sind die an den Punkten a und y errichteten und bis zum 
grossen und verlangerten Schenkel des Centriwinkels KOA 
reichenden Tangenten, namlich aft und yd die gestreckten 
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Yiertelsbogen der bezuglichen Kreise und es ist ap = QO 
und yd = QZ; denn es sind die Dreiecke (jap, Qyd und 
OAb, weil sie gleiche Winkel besitzen, einander ahnlich, 
darum OA : Ab = Qy : yd = Qa : a/J: oder so man die al- 

gebraischen Werthe einsetzt r : = y : Y&> somit 

v< j _ — 1JL — - = - — _ wie oben der arithme- 
yo 21/(4+tt 4 ) 1/(16 + 4 n*) 

r 7i r 

tische Werth fur QZ und r : ~2~~ _|_ ^ ; > Dess- 

welches der Werth 



halb a/? = 2J/ ^ + - K(4 + ^«)i 
yon ist. 

Wie VBQ ' + QO*z=BO = r, so ist auch V SQ 2 + QZ a 

= 5z, a.i.]/ m ( V{ [" + n%) f + (p(i6^4^)" 2 ) = 

1/ / rjrr 5 * r 2 rc 4 \ — 1/ 4m 2 + r» n K 1/ r tf^ rre 

^ \4+J? + 16+4ti V V 16 +4tt 2 — K ~4~ — T' 

Wie durch den Centriwinkel .4 OK, wenn der Schenkel 
OK unbestimmt verlangert wird , fiir jeden beliebigen Kreis 
durch die entsprechende Tangente die gestreckte Viertels- 
peripherie gewonnen wird, so wird auch durch einen andern 
Centriwinkel auf ahnliche Weise die Tangente als Seite des 
Quadrates, welches denselben algebraischen Flachenbetrag in 
sich fasst, wie der Kreis, welchen sie tangirt, erhalten. 



B. Die Construction des Centriwinkels zur Gewinnung der Seite 
des mit dem Kreise gleichhaltigen Quadrates. 

Nachdem in Fig. 4 mittelst der nunmehr bekannten Con- 
struction in den Linien OP wie AP* die Viertelsperipherie 
als Gerade hergestellt worden, wurde Ap = VAP 4 und Aa 
= OA = r. genommen und durch die Linie Ay die geo- 
metrische Wurzelgrosse aus dem bezeichneten Verhaltnisse 
genommen, so dass Ay = rj/Vr ist. Wird nun von aus 

2* 
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durch den Punkt y eine Gerade gezogen, so erhalt man in 
letzterer den grossen Schenkel eines Centriwinkels, welcher 
auf gleiche Weise, wie der frfihere die Viertelsperipherie, die 
Seile des gleichhaltigen Quadrates als Tangente zur Folge hat. 

Der Be we is ist einfach., 

Man zieht die beiden Halbsehnen xl und xa. Da die 

erstere einen Werth = r J/^l — \ + ti ) un( ^ ' e * z * ;ere e i Ren 
r 1/ tc 

solchen = ' - 7 ,/ , — r hat , (der Centriwinkel y OA ist = 
1/(1 +b) * 

60° 10' 18" 29"',23l...*) und durch Herstellung der Tangenten 

fur jedeh beliebigen Kreis die entstehenden Dreiecke dem 

Dreiecke Oxl ahnlich sind, so r 1/ (1+7-7— \- T7^Kr"-r 

Y \ 1+71/ V(l+n) 

= r:Jy, also Ay = ~ ~ ~ ~ y ^ _ y§ + «_„) 

1 ~^Y~ r Wurde man Ay als Radius nehmen, so wiirde 
sich als Seite des gleichhaltigen Quadrates rn ergeben, denn 



== r/r. Weil der Quadrat -Gehalt 



des Kreises mit Radius Ay = r \Zn gleich ist (r I/71) 7 X n 

-= r7?, so kann die Seite des ihm an Flachen-Inhalt enU 

sprechenden Quadrates keine andere, denn r n sein. Es ist 

08 oder £d' ex constr. 3 OB = 3r. Da sich xcr : aO =£d' : £0, 

so ist £0, wenn die Werthe fur die bekannten Glieder ein- 

3 f 3 1* 

gesetzt werden = ^y— . Ein Kreis mit Radius = ^7=— hat 
- 1/ 7t y n 

/ 3r Y 2 

aber einen Flachen-Inhalt == (y^j X rc = 9r v , wesshalb 
die Seite des gleichhaltigen Quadrates, wie oben ex constr. 



*) Die bestimmende Halbsehne = w- ist dargestellt in xa. 

'<- . |/ (i.+ W 1 



Digitized by Google 



13 



angenommen = 3 r. Die Verhaltnisse des Gentriwinkels zur 

' r 

Gewinnung des gestreckten Viertelbogens sind j/^ | * a y 
'-j^^g-i desshalb tr = Sjr^jjl+j) 

^LJ^JL — % r Y 71 . Da die Halbsehne xa inp den grossen 
J/4 2 - 

Schenkel des Gentriwinkels schneidet, der zur Gewinnung 

des gestreckten Viertelbogens dient, so verhalt sich xa: p<x, 

wie der Winkel yOA zu Winkel P'OA; es ist desshalb der 

algebraische Ausdruck fur qg=* -™ — 2"^^)' Eben 

ZrnVf. * W l/(l + 7i) 
= 3r:r£, desshalb t£ = I 1 ~T +^ J ^ ' 

%r]/n 

ZmV(\-\-n—n) Zr ... 

= — — 2r j/„ = ~2 — ' Da per COnstr - & = 

£0 

und £/" = -^g— 1 so ist £A als mittlere Proportionale = 

d. i. die Halfte der Quadrat-Seite £<f. 

Es ist p. constr. ab = Ay und so das Quadrat mit dieser 
Seite auf den Kreis ABCD gelegt, dass der Durchschnitts- 
punkt der Diagonalen auf das Centrum des Kreises fallt. 
Werden zu den Punkten, in' welchen sich die Peripherie und 
die Seiten des Quadrates schneiden, Radien gezogen, namlich 
Oe', so erhalt man mit dem Kreisausschnitt BOe' einen algebr. 
irrationalen Centri winkel , welcher gleich ist 27° 35', 49" 
40" , ,97596661149..., wahrend der anliegende Centriwinkel e*0b 
= 17° 24' 10" 19 4 " ,0240338850, beide zusammen45°, weil die 

Halbsehne Xe 1 — \^ * st °& ev & er Centriwinkel 
AOk = 62° 24' 10" 19"',02403338850.... 
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Nimmt man fur den Radius einen bestimmten arithmetic 
schen Werth an und ist dieser gleich der Einheit, r=l, so 

betragt der Bogen Be' 0,4816608549970479024. . - 

und der Bogen e' r 0,3037373084004004056. . . 

und somitbeide Bogen zusammen 0,7853981633974483080. . . 

i, e.= nr oder=derAchtelsperipherie. Darnach ware der Quadrat- 

Inhalt des Kreisausschnittes BOe' = 0,2408304274985239512... 
und jener desKreisauschnittes e'Or== 0,1518686542002002028.. . 
somitbeide Ausschnitte zusammen = 0,3926990816987241540... 
welches eben der Flachen-Betrag des Kreis-Octanten unter 
Annahme r=l ist. Werden ,die beiden Dreiecke We 1 und 

e'Ob berechnet, so ist ersteres = — ^ — X y \ 4") ~ 

0,2052729209670385656... und letzteres = 

_r*n__ 1 /" ( r *TZ _ 

~ 8 V VT6 W)~ 

0, 1 87426 1 6073 1 6855884... , sohin in Summa = 
0,3926990816987241540... als Flachen - Inhalt des Quadrats- 
Octanten. Wird der Betrag fur We' von dem Betrage des 
Kreis-Ausschnittes BOe' und jener des Kreis-Ausschnittes 
e'Or von dem Betrage des Dreieckes e'Ob subtrahirt, so er- 
halt man in beiden Fallen genau gleichen Rest, denn 

0,2408304274985239512 . . 0,1874261607316855884 . . 

0,2052729209670385656 . ; un d 0,1518686542002002028 . . 

0,0355575065314853856 . . 0,0355575065314853856 . . 

Es ist daher der Dreiecks-Abschnitt e'rb an Flachen- 
Inhalt gleich dem Kreis-Abschnitte Be'l. Dass das durch 
die Construction gewonnene Quadrat an Flachen-Betrag voll- 
kommen genau so gross ist, als der Kreis, lasst sich noch 
auf verschiedene Weisen darthun. 

Wenn die Construction zur Darstellung der Viertels- 
peripherie als Gerade und zur Gewinnung der Quadrat-Seite 
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keine Tauschung, daher (in Figur 5) CL = ^ und CM = 

r "J/ n wirklich ist, dann muss durch Ziehung der Linie ON 
und OP durch den Punkt L und M sowohl der gestreckte 
Viertelsbogen als die Quadrat-Seite fur einen Kreis sich er- 
geben, dessen Flachen - Inhalt genau = 4r a ist. Und dem 
ist wirklich so. Der Punkt N ist bestimmt durch Ziehung 
der Parallele MN mit dem Radius OC. Wird dieser Radius 
unbestimmt verlangert und durch den Punkt N eine Parallele 
mit CM gezogen, so schneidet die Parallele in 6 den ver- 
langerten Radius und gewahrt in dem Masse OG einen Radius, 
dessen Peripherie einen Quadrat-Gehalt von genau 4r a hat; 
darum muss GP = 2r des Kreises ABCD sein; denn OC: 

CM=OG : GP oder r : r V n = : 2 r. Umgekehrt darf 

y 71 

man nur den Diameter des ersten Kreises lothrecht auf dem 
verlangerten Radius unter den grossen Schenkel des zur Dar- 
stellung der Quadrat-Seite construirten Centriwinkels bringen, 

2 r 

so ergibt sich der Radius = ^- — fur den Kreis mit Quadrat- 

|/ 71 

2?' 

Inhalt = 4r 2 . Der Radius = — erheischt eine Peri- 

y 7i 

pherie = 4 r ]/ tc, wesshalb der Viertelsbogen = r j/ tv = 
GN ist. 

Ist Ori i=y^, so ist 01 (weil p.G. = Brj) =|/^^-r ^ , 

somit der Quadrat-Inhalt des Kreisleins iklm mit diesem Masse 
des Radius = 4 r ? — r* tx. Da in Folge der Construction das 
Quadrat hqpn = Quadrat abed und ebenso das Quadratchen 
hrst = □ QRST, beide zusammen aber so viel Quadrat- 
Flache enthalten sollen als das Quadrat efgh, so muss, wenn 
erstere geometrisch addirt werden, durch Verwandlung in 
das Rechteck wypn die geometrische Proportionale zwischen 
Hohe und Lange dieses Rechteckes, namlich wij gleich sein 
der Seite des Quadrates efgh. Da dieses aber ganz genau 
zutrifft, so durfte auch dadurch die Richtigkeit der Conctruc- 
tion bewiesen sein, wie auch, dass wirklich die Quadratur 
des Kreises gefunden ist. Ist, wie oben angegeben, der 
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Radius OG fur den Kreis EFGH mittelst der Construction 
ermittelt und der Kreis selbst construirt, so darf man nur 
das Quadrat urn den Kreis A BCD herstellen und vom Cen- 
trum aus zu den Punkten rj, in welchen sich die Peri- 
pherie und die Quadrat-Seite schneiden, Ziehen und mit den 
Quadrat -Seiten EF, FG, GH und HE durch die Punkte cf 
und f , in welchen die Radien Ojj> die beiden innern Kreise 
schneidet, Parallelen anlegen, so erhalt man in den Quadraten 
abed und QRST die Quadraturen fur die Kreise ABCD und 
iklm, wie auch das Quadrat um den Kreis ABCD, namlich 
efgh die Quadratur des Kreises EFGH ist. 

Auch die Ringe, welche durch die Kreise von verschie- 
denen Radien gebildet werden, und die Rahmen, welche 
durch die in einander gelegene Quadrate entstehen, gleichen 
sich vollkommen aus. 

Figur 6 sind die Kreise und Quadrate aus Figur 5 uber- 
tragen. Die Construction zur Gewinnung des Viertelsbogens 
und der Quadrat-Seite wurde unterlassen, damit nicht die 
Figur undeutlich ward. 

Per constr. ist unten rechts gl — GL, das ist gleich dem 
gestreckten Viertelsbogen des Kreises EFGH, ebenso gh' = 
Rr], der Viertelsperipherie des Kreisleins PQRS, gm — A'n 

h'l rVn + rV{n — ^) 
oder nl — -j- — jg ' ^ = 4 X 9Q = 

4 X HS oder gleich dem viermaligen Abstand der Peripherie 
des aussersten und innersten Kreises. Auf gleiche Weise ist 

gx =gC= & und x V = somit gV=r+~ ]/(4-/i). 

und gT =z S X go = i X Dz oder gleich dem viermaligen 
Abstand der Seiten des aussersten und innersten Quadrats. 
Dass die Rechtecke gqpm und gTUV gleichen Quadrat- 
Gehalt haben, zeigt, um kurz zu verfahren, der Punkt Z 
nach. Algebraisch ergibt sich die Gleichheit des Flachen- 

r 1/ n -f r V f ~ 
Betrages derselben wie folgt: ' v " T ' l"-Tj X 4. 

2 
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(fc-Vi^-vn+Vfr-Z) x far 

2 r ]/^±_ =4r» -f 4r s ]/(l - *-)_-8r»}/(4 - 

4r 2 -f-r a 7T=r 2 7r als Inhalt des Ringes; und r + — n) 
X 4.(r-r J) = 4^ + 4^1/(1 

4 r 2 — - J) — 4 r (r - ^) = 4 r 2 - 4 r« + r a re =r a tz 

fur die Rahme. Dies ist aber der algebraische Werth fur 
den Quadrat-Betrag des Kreises mit Radius = r. 

Es ist unten links ax ex constr, = GL, t. e. Viertels- 
peripherie des Kreises EFGH = r]/ n , % = CJ t. e. Viertels- 

bogen des Kreises ABCD = desshalb As = ~- + 

sodann ist ha = 4 X (d. L viermaliger Abstand der 

Peripherie der aussern Kreise von einander, = 4 . — r ^ 

= — 4r. Da also das Rechteck haez = ^ r + 

X (^p^ — 4r^ ist, also = 4r 2 — r 2 7r, so ist die geometrische 

Wurzel-Linie, namlich hd = V(4r 2 — r 2 yi). Ebenso ist per 
constr. hv = hg == 2r oder 2^4C; *u = a6 = r ]/ Vr, daher 

^ = m aber ist = 4x ( ^'""^^ =4r-2rl/7r f 

darum ist der Flachen - Betrag des Rechteckes fcfaw = 

( r + ^T^) X r - 2 r ^rc) = 4r 2 + 2 r V re ~ 2r 2 j/ re 

— r 2 = 4r 2 — r-re, oder genau so gross wie jener des Recht- 
eckes haez, wiegeoraetrischdieseFlachen-Gleichheit der beiden 
genannten Rechtecke sowohl durch den Punkt cp, wie durch 
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den Punkt 3 bewiesen ist. hd ist = V"(4r* — r % n) = der 
Seite des Quadratchens pqrs. 

Es ist somit auch die vollkommene Quadrats -Gehalts- 
Gleichheit des Ringes, welcher durch die Peripherie der beiden 
aussern Kreise gebildet wird, und derRahme, die durch die 
Seiten der ausseren Quadrate entsteht, geometrisch und al- 
gebraisch nachgewiesen. 

Dass die Summe der Quadrat-Inhalte der inneren Kreise 
gleich ist dem Flachen-Betrage des ausseren, weil eben OF 1 
— OT = OW + Bl\ somit auch OTn = OB\n + BVtz, 
ist aus der Lehre des Kreises bekannt. Es verhalten sich 
die Radien der Kreise zu einander, wie die Seiten der ihm 

2r 

an Flachen-Gehalt entsprechenden Quadrate, z.B. — :r = 

2r:x, — J — = r \/n oder ^ : [/ r*) = 

2r|/"(ir!_ r 2)xl/7r 

2r:y, somit */= v - — ' = V(ir* — r 2 /i). 

Denkt man sich eine Gerade gezogen von dem Punkte 
E des aussersten Kreises zu D, so werden durch Parallele 
mit dieser Linie von A und P aus hergestellt, weil OD die 
Halfte der Seite des aussersten Quadrates darstellt, in den Linien 
Oz" und Oz* die Halften der Seiten der den beziiglichenKreisen 
an Gehalts-Betrag genau entsprechenden Quadrate erzielt. 

Fig. 7. Weil fur den Kreis ABCD zufolge der Construction 
das Loth oder die Tangente Ay = r ]/tv ist, d. i. die Seite des 
gleichhaltigen Quadrates, da auch der Radius vorliegt, so konnen 
alle Kreise von genau bestimmtem Inhalte construirt werden, 
Gewahlt wurden drei Kreise, namlich HJKL, MNPQ und 
RSTU, von welchen der erste einen Flachen-Gehalt = 3r 2 , 
der zweite einen solchen = 2r 2 und der dritte einen = 5r 2 
fasst. Die Radien dieser Kreise wurden auf folgende Weise 
hergestellt. Es wurde 0*?' = Arj = r 1/tx per constr. gemacht, 
ex constr. ist Ogp = r j/2, die Verbindungs-Linie rfq> wurde 
gezogen und von B aus eine Parallele mit der letzteren Linie 
i. e. BP. Weil Orf .Otp = OB : OP, so ist OP, wenn die 
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algebraischen Werthe fur die vorhergehenden Linien einge- 
rl/2 

setzt werden = -^y— , da sodann ex constr. Op = r j/3, 

{/ 71 

so erhalt man durch Ziehung einer Parallele mit von B 
aus, eine Linie Off=-^, und weil MJ=z ]/(0J 2 + Olf a ) 

= 1/ = 1/ — = — V- » so ist dieses Linien- 

r TV Y 71 V 71 

Mass der Radius des Kreises, welcher einen Quadrat -Gehalt 
= 5r 2 hat, also so gross als die beiden anderen zusammen/ 
Dass die beiden Kreise HJKL und MNPQ zusammen an 
Flachen-Gehalt dem_Kreise_BSTC^genau gleich sind, ergibt 
sich daraus, dass Jq" *+JO*=q 4 '0* sind, diese Linien aber 
die Radien der Kreise darstellen. Es sind die Tangente 
der einzelnen Kreise, welche in dem Centriwinkel AOZ = 

60°. 10', 18". 29"',231 sichfinden, gcnau so gross, als die 

Seiten der entsprechenden Quadrate, welche im Voraus durch 
die (oben bezeichnete oder vielmehr) bekannte Weise ge- 
wonnen wurden, es ist Ma = r"|/2, Hv = rj/3 und Rtp 
= r 1/5. Gewiss wird da die Frage gestattet sein, wie ware 
es moglich, durch die fur Erzielung der Tangente, welche 
gleich sein soli der Seite des mit dem Kreise gleichhaltigen 
Quadrates, angegebenen Construction genau dieselben Linien- 
Masse zu erlangen, welche ursprunglich fiir die Quadrat- 
Seiten angenommen waren, wenn die Construction selbst 
nicht begrundet ware? 

Fiir die beiden kleineren Kreise wurde oben, damit 
nicht Ueberladung derFigur mittelst erneuerter Construction 

eintrete, der Centriwinkel = 57°31'06"24'",011 fur 

Gewinnung der Viertelsperipherie als Tangente, iibertragen, 
sodann aber durch die bezugliche Construction in dem 
Linien -Masse os und ou die Quadrat-Seite ermittelt und 
wiederum, wie auch naturlich, kein anderes, sondern dasselbe 
Resultat erzielt, es ist os = Ma= Ocp und ou = Ht = Op. 
Da unten die Kreise wie Quadrate so construirt wurden, 
dass die Kreise dasselbe Centrum und die Quadrate eben 
dieses Centrum als den geraeinsamen . Durchschnittspunkt 
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ihrer Diagonalen haben, so zeigen die Radien Os, welche 
sammtliche Peripherie- und Quadrat -Seiten durchschneiden, 
dass, so ein Quadrat in seinem Flachen-Gehalt mit dem 
bezuglichen Kreise ubereinstimmt , dies auch die ubrigen 
thun, denn die fortgesetzten Radien Oz kreuzen stets die 
Punkte, in welchen die Peripheric und die Quadrat -Seiten 
sich schneiden. 

Gibt es hier noch eine Contradictio in adjecto? 

Kann nunmehr noch die Rede sein .von der absoluten Un- 
moglichkeit der Quadratur des Kreises? Die erste Construc- 
tion, durch welche der, die als Taogente sich ergebende 
Viertelsperipherie bestimmende Centriwinkel hergestellt wurde, 
reicht schon vollkommen aus, die Contradictio in adjecto in 
Abgrund zu sturzen (Sphinx). 

Der algebraisch irrationale Schweif der sogenannten 
Ludolphine wird geometrisch rational in einem Quadratchen, 
wie auch in einem Kreislein gefangen in Fig. 8. 

Nach der Construction ist CG fur den Kreis ABCD 
die gestreckte Viertelsperipherie und weil OG = r, CG = 

CR = ZCG = rn, CU p. C. = 3r, also RU = rrc 

— 3r, da AU = r, so UV= V(r*n — 3r 2 ) = r V(n — 3) 
und ein Quadratchen mit der Seite Z7F, namlich mnpq = 
r 2 jc — 3r 7 und so r = 1 gesetzt wird = n — 3. 

Wird wie in der vorhergehenden Fig. 7 mit dem Linien- 
rl/3 

Masse -=7 — ein Kreis construirt HJKL, die Halbsehne Jr 

gezogen und von % aus ein Loth auf den wagrechten Radius 
der concentrischen ausseren Kreise gefallt, so wird in der 
Abscisse OP bekanntlich der Radius des Kreises geboten, 
welcher in seinem Flachen-Betrage gleich ist dem Quadrat- 
Gehalte des ausseren Ringes, somit = r J n — 3r 2 oder unter 
der Voraussetzung, dass r = 1, = n — 3. 

Weil CR — rn, CS aus constr. = CO = r, so ist CT 
= rVn. Wird OT gezogen, so OC : CT = 0P:Pq und 
so die bekannten Linien-Werthe eingesetzt werden r : r J/Vr = 
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\/ (r«_ ^ : P Q somit P Q *) =— V f > ^ 

= l/(7»^3r*). Da der Radius OP eben = |/(r s — 

so ist der Quadrat-Inhalt des Kreisleins MNPQ =r t'ti — 3 r* 
gleich dem Quadratchen ronpg. 

Nach dec Construction ist ferner Ct = CG und rs —Kg', 
d.i.Ci==^ und rs - = r ^ 7r . ebensoistCs, wie C»=4.2TC 

= 4 . r = 4r- — und -Cz p. G. = — ^_ = 

= J/^tt + r* l/ 3 ^r 2 V3 7i — 3 r 1 ^ — J/^r 3 7r— 3r^ 
= E/F = Pp. 

Wird mit den Seiten der grosseren Quadrate auf ahn- 
liche Weise verfahren, indem aus dem Producte der Summe 
ihrer Halflen mit dem vierfachen Abstande derselben von 
einander ein Rechteck construirt wird dXYZ und die geo- 
metrische Proportionate zwischen der Lange dZ und der Hohe 
Zy (=Zy) hergestellt, so erhalt man mit dieser Linie Zm 
wiederum die Seite des Quadratchens mripq, denn die Halfte 
der Summe der beiden grosseren Quadrate ist = r ^rc4-rj/3 
und der vierfache Abstand der Seiten von einander ist = 
i(t V** — r V%) _ ir y n _ 2rj/3, sohin Zm = 

+ rV3?i — rV37i - 3r 5 ) = \S(r*rt — 3r»). 

*) NB. P P auch • K[0PX2 • Pu) = J/^f^^T^x* ^(i-JTL)] 
- ]/[* X - ^)] W*-3r>). 
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So man das Quadratchen mnpq zu dem Quadrate hikl 
geometrisch addirt, so dass es ein Rechteck mit der Seite 
ty and der Hohe ya gibt, sodann yd = ey macht und die 
mittlere Proportionale zwischen ya und yd in der Linie yrj 
ermittelt, so muss diese letzte Linie der Seite des Quadrates 
abed gleich sein. Es ist aber cty = cy, also auch yq = dc 
= |/(fei 2 +mw a )« Da unten die bezuglichen Quadrate als 
solche uber das rechtschenklige Dreieck dew, wenn auch ohne 
weitere Bezeichnungen construirt wurden, so dass cw = mn 
und dw = hi ist, wahrend dc die Seite des mit dem Kreise 
ABCD gleichhaltigen Quadrates abgibt , der Pythagoraische 
Lehrsatz keinen Widerspruch erfahrt, so durfte jeder weitere 
Beweis uberflussig sein. 

Endlich sei noch bemerkt, dass der Radius 0£, welcher 
den Durchschnittspunkt der Peripherie ABCD und der Seiten 
des Quadrates abed kreuzt, auch alle Durchschnittspunkte 
der ubrigen Peripherie und Quadrat - Seiten durchzieht, die 
Construction also richtig ist. 
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Berichtigungen. 

pag.l2Zeilell vonoben ist r J/^l-. ^JL ) statt r J/^l + j zu ^sen. 
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